3.

SISTEM ANTRIAN
M/M/e

Dalam bahasan pokok ini akan dibahas :

0 Sistem antrian M/M/c/GD/eo/oo : yaitu sistem antrian

dengan waktu antardatang berdistribusi eksponensial
atau jumlah pelanggan yang datang berdistribusi
Poisson, waktu layannya berdistribusi eksponensial
atau jumlah pelanggan yang berangkat berdistribusi
Poisson, sedangkan jumlah pelayan paralelnya
sebanyak c, disiplin pelayanannya umum, jumlah
pelanggan maksimum yang diperbolehkan dalam
sistem sebanyak takhingga, dan jumlah populasi
pelanggan takhingga.

Sistem antrian M/M/c/GD/K/eo : yaitu sistem antrian
dengan waktu antardatang berdistribusi eksponensial
atau jumlah pelanggan yang datang berdistribusi
Poisson, waktu layannya berdistribusi eksponensial
atau jumlah pelanggan yang berangkat berdistribusi
Poisson, sedangkan jumlah pelayan paralelnya
sebanyak c, disiplin pelayanannya umum, jumlah
pelanggan maksimum yang diperbolehkan dalam
sistem sebanyak K, dan jumlah populasi pelanggan
takhingga.
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SISTEM ANTRIAN M/ Mil ¢/ GD/ala

NOTASI-NOTASI YANG PENTING :

A

Hn

Pn

At

EN
EN

EW

ED

menyatakan laju datang (arrival rate) yaitu jumlah
pelanggan yang datang rata-rata per satuan waktu
menyatakan laju layan yaitu jumlah pelanggan yang telah
dilayani rata-rata per satuan waktu

menyatakan laju datang dari keadaan (state) jumlah

pelanggan sebanyak n

menyatakan laju layan dari keadaan jumlah pelanggan

sebanyak n

menyatakan faktor utilisasi = 2
Cu

menyatakan probabilitas ada n pelanggan dalam sistem
antrian yang keadaannya mapan (steady state), p,

menyatakan juga ekspektasi proporsi waktu bahwa sistem
berada dengan jumlah pelanggan sebanyak n.

Keadaan mapan (steady state) berarti distribusi probabilitas
jumlah pelanggan dalam antrian dan distribusi probabilitas

jumlah pelanggan dalam sistem tidak bergantung waktu.
= laju datang rata-rata effektif = Zln P,
n=0

ekspektasi jumlah pelanggan dalam sistem

ekspektasi jumlah pelanggan dalam antrian

ekspektasi waktu sistem yaitu waktu rata-rata pelanggan
berada dalam sistem
ekspektasi waktu antri yaitu waktu rata-rata pelanggan

berada dalam antrian
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ET ekspektasi waktu antardatang pelanggan, yaitu besarnya

1
sama dengan ==
< A
> AaPy
n=0

ES ekspektasi waktu layan pelanggan, yaitu besarnya sama

dengan 1
y7;

Laju datang 4, = A konstan untuk n>0, dan laju layan

per pelayan juga konstan sebesar u, dan

[ng, n<c
P ew, nxc

Faktor utilisasi p = 2 <1

Cu
1 >
2 >
Kedatangan Keberangkatan
pelanggan — ’ . . 3 > pelanggan

Antrian Pelayan

Ll‘
Vl‘

A
A 4

Sistem antrian

A
A 4
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ﬂ‘eff = Zﬂ‘n pn
n=0
= 2.,
n=0
= A).p,
n=0
= 1
Untuk n <c maka besarnya
p - Anahns Ay .
" Mol Hy
_ AA--- A 0
(np(n—1)u}---p
= ln p
in(n=1)---1(ups-- ) ™
_ A
= " Po -

Untuk n>c maka besarnya

Aniln o Ay
Po = — P
L2y N )
= Ad-- A
Lol g P oy g Ho Po
= A )
(cue)cp) - (cpe)culc —)u)- - 2pu(p) °
_ a
IR CCRCIO RS
_ a
~ ) -1)--- ) )H(c)e) - (c)u" Po
PL
= oo Po
clc" " u

Jadi probabilitas ada n pelanggan dalam sistem p,
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ﬁpO! n<c
n!u
P, = n 3.1)
——e Py N2C
clc" " u

c-1 n 0—C n
Po 4 n + /’l—n] =1
Y7,

c-1 AN © Jm+e
po z n + Z m m+cj =1

0 lmlC
pO n+z m m CJ:]-

c-1 n ¢
Po Z A +l Al L =1, untuk i<1
n=0 n!ﬂn c! M 1_i Cu
cu
sehingga

Modul 3. Sistera Antrian M/ Me

Halaman 3.5



1 1
Probabilitas nol Po = =
dari . Cz_ll ! L1 A cu
MINIC/GDIle, Cz’ll A L1 A 1 g ol p) lep—-2
o ntu” 1_i
Cu

(3.2)

Dari p, diatas didapat probabilitas ada n pelanggan dalam sistem

p, Secara terinci yaitu

A 1
; c ) n<c
Y i3] (52)
“nlyg" cl cu—A
Mﬂﬂimm b = i oNtu Hu 1 U (3.3)
MIMIe/GDIkalke, = - ., n>c
GO A 1AV ou
—nlp” clu)\cu—A

Dari hasil diatas maka ekspektasi jumlah pelanggan dalam

antrian ENq

EN, = i(n—c)pn

1
[V
—
>
|
o
~
11
(¢}
>
=]
o

s clc"u
S (-0 2
= n—-cC — p0
n-c=c—c C!Cn cﬂn

m
=
|
Ngb
3
3
3
&
S

A& (2
- 2 Ela)

C'/‘l m=0
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ENg dari

= —p,— untuk i<1
e 0 A
Clu C,ud(ﬂJ 1-24 Cu

= Po"— (3.4)

Karena

<t 14| 1
e HIE
Snu" ol u 1_i

cu

Po =

maka maka ekspektasi jumlah pelanggan dalam antrian

En = 2 A 1 1 (3.5)
clu’ Cﬂ(l ,1]
_ -1 n C
cu) 3 AL Ay L
n=0r]!1un c! H _’]__i
cu

Besarnya ekspektasi waktu antri ED
EN,
/’{‘eff

ED =
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ED darii

EW daii

EN dari

_ EN,
A
jadi
c
ED = 4 Ci 1 - ! (3.6)
clu Cﬂ(l zj
_ o1 n c
cu) § & LAY 1
o ntu” 1_i
Cu
Besarnya ekspektasi waktu sistem EW
EW = ED+ l
y7j
EW = )“Ci 1 - ! +i (3.7)
clu C”(1 z) i )7
- c-1 n
cu) § A LAV L
o nlu” el p 1_i
cu

Ekspektasi jumlah pelanggan dalam sistem EN = A ,EW =
AEW .

Contoh 3.1

Suatu sistem antrian M/M/c/GD/w/oo laju datang A sebesar lima

belas pelanggan per jam, sedangkan laju layan u sebesar tiga

pelanggan per jam, dan jumlah pelayan c sebesar enam.

a. Berapa probabilitasnya tidak ada pelanggan dalam sistem?
b. Berapa probabilitasnya ada tiga pelanggan dalam sistem?

c. Berapa probabilitasnya ada tujuh pelanggan dalam sistem?
d. Berapa ekspektasi jumlah pelanggan dalam antrian?

e. Berapa ekspektasi waktu antri?

f. Berapa ekspektasi waktu sistem?

g. Berapa ekspektasi jumlah pelanggan dalam sistem?

Jawab :

a. Probabilitasnya tidak ada pelanggan dalam sistem

Modul 3. Sistera Antrian M/ Me
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1

—=ny" c 1_i

cu

y7;

0,00451

dimana A = 15 pelanggan per jam

4 = 3 pelanggan per jam

c = 6 pelayan.

Dengan A4 = 15 pelanggan per jam
4 = 3 pelanggan per jam
Cc = 6 pelayan
n = 3 lebih kecil dari c = 6.

Probabilitasnya ada tiga pelanggan dalam sistem p,

A A" 1
1," pO: 1,0 c !
nlu nlu i Ao 1(a)( e
=nu” cMu)\lcu—A4
P, =
A A" 1
n-c . n Po = n-c ,.n c
clc" " u cle™ pu 2 g0 1( 4 cu
S
=ntu" cl\u)lcu-A
p, = 0,09400
C.

Dengan A4 = 15 pelanggan per jam

4 = 3 pelanggan per jam

c

6 pelayan
n =7 lebih besar dari c = 6.

Probabilitasnya ada tujuh pelanggan dalam sistem p,
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A A" 1
— Py =—— - , n<c
nlu nlu le Ao (2 cu
only” clu)\lcu—A4
Pn =
A A" 1
n-c . n p0= n-¢c .. n c ) nZC
cle™ u cle™ut et 0 1(a cu
I
=nu” clu)\lcu—A4
p, = 0,08160

d. Dengan A = 15 pelanggan per jam

3 pelanggan per jam

y7;

C 6 pelayan

maka ekspektasi jumlah pelanggan dalam antrian

EN, = }”—Cpoi ~ atau
clu” cu A
cu
_ A a1 1
clu’ Cﬂ[l AJZ
_ c-1 n C

cu) § & 1fA)| 1

o nlu” cl\ 1_i

cu

2,93758 pelanggan.

e. Dengan A = 15 pelanggan per jam

u = 3 pelanggan per jam
c = 6 pelayan
A =A =15 pelanggan per jam

maka ekspektasi waktu antri

EN
ED = 1 dari= 0,19584 jam atau bisa dihitung dari

eff
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TEORI ANTRIAN

ep = A 1 1 : 1
cly’ Cﬂ(l ,1]
—__ -1 n C
cu) § AL LA) 1
n:On!lun c! H 1_i
Cu
jam

EN

f. Dengan ED 1 = 0,19584 jam

eff

R 0,33333 jam
u
maka ekspektasi waktu sistem
EW = ED+ l
y7j
= 0,52917 jam.
g. Dengan A, =A4 =15 pelanggan per jam

EW =0,52917 jam
maka ekspektasi jumlah pelanggan dalam sistem
EN= A4, EW = AEW =7,93758 pelanggan.

Contoh 3.2

= 0,19584

Suatu sistem antrian M/M/c/GD/w/oo laju datang A sebesar lima

belas pelanggan per jam, sedangkan laju layan g sebesar tiga

pelanggan per jam. Pengaruh jumlah pelayan c terhadap

ekspektasi jumlah pelanggan dalam antrian, ekspektasi waktu

antri, ekspektasi waktu sistem, dan ekspektasi jumlah pelanggan

dalam sistem tampak di bawah ini.

Dengan A = 15 pelanggan per jam

u = 3 pelanggan per jam

maka ekspektasi jumlah pelanggan dalam antrian sebagai fungsi

dari jumlah pelayan c adalah

Meodul 3. Sistemn Antrian MM e
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EN,(c) = '10 oi 1 ~ atau
clu” “cu LA
cu
X a1 1
cly’ Cﬂ( zjz .
B &G A 1( A4 1
cu el
gn!ﬂn C![ﬂJ 1_i
cu

Tabel 3.1. Hubungan jumlah pelayan ¢ dengan ekspektasi jumlah
pelanggan dalam antrian EN, untuk sistem antrian

M/M/c/GDlw/e, laju datang A sebesar lima belas pelanggan per
jam, sedangkan laju layan g sebesar tiga pelanggan per jam.

Cc ENg

6 2,93758
7 0,81037
8 0,27878
9 0,10064
10 0,03611
11 0,01257
12 0,00420
13 0,00134
14 0,00041
15 0,00012
16 0,00003
17 0,00001
18 0,00000
19 0,00000
20 0,00000
21 0,00000
22 0,00000
23 0,00000
24 0,00000
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2937582, 3T
2 -
ENq(c)
n
1 -
0 [ | ,
0 c 30

Gambar 3.1. Hubungan jumlah pelayan ¢ dengan ekspektasi
Jjumlah pelanggan dalam antrian EN, untuk sistem antrian

M/M/c/GD/wo/w, laju datang A sebesar lima belas pelanggan per
jam, sedangkan laju layan 4 sebesar tiga pelanggan per jam.

Contoh 3.3
Suatu sistem antrian M/M/c/GD/w/oo laju datang A sebesar lima
belas pelanggan per jam, sedangkan laju layan g sebesar tiga

pelanggan per jam. Pengaruh jumlah pelayan c¢ terhadap

ekspektasi waktu antri ED tampak di bawah ini.

Dengan A = 15 pelanggan per jam
u = 3 pelanggan per jam
maka ekspektasi waktu antri sebagai fungsi dari jumlah pelayan c

adalah
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Tabel 3.2. Hubungan jumlah pelayan ¢ dengan ekspektasi waktu
antri ED untuk sistem antrian M/M/c/GD/w/, laju datang A
sebesar lima belas pelanggan per jam, sedangkan laju layan u

sebesar tiga pelanggan per jam.

c ED
6 0,19584
7 0,05402
8 0,01859
9 0,00671
10 0,00241
11 0,00084
12 0,00028
13 0,00009
14 0,00003
15 0,00001
16 0,00000
17 0,00000
18 0,00000
19 0,00000
20 0,00000
21 0,00000
22 0,00000
23 0,00000
24 0,00000
25 0,00000
0195839 %2 T
I=ED(c) 01T
0 [ | ,
0 c 30

Gambar 3.2. Hubungan jumlah pelayan ¢ dengan ekspektasi
waktu antri ED untuk sistem antrian M/M/c/GD/ew/, laju datang
A sebesar lima belas pelanggan per jam, sedangkan laju layan u

sebesar tiga pelanggan per jam.
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Contoh 3.4

Suatu sistem antrian M/M/c/GD/w/oo laju datang A sebesar lima
belas pelanggan per jam, sedangkan laju layan g sebesar tiga
pelanggan per jam. Pengaruh jumlah pelayan c terhadap

ekspektasi waktu sistem tampak di bawah ini.

Dengan A = 15 pelanggan per jam
u = 3 pelanggan per jam
maka ekspektasi waktu sistem sebagai fungsi dari jumlah pelayan
c adalah
EW(c) = ED(c)+ 1
y7i

Tabel 3.3. Hubungan jumlah pelayan ¢ dengan ekspektasi waktu
sistem EW untuk sistem antrian M/M/c/GD/w/w, laju datang A
sebesar lima belas pelanggan per jam, sedangkan laju layan u

sebesar tiga pelanggan per jam.

c EW

6 0,52917
7 0,38736
8 0,35192
9 0,34004
10 0,33574
11 0,33417
12 0,33361
13 0,33342
14 0,33336
15 0,33334
16 0,33334
17 0,33333
18 0,33333
19 0,33333
20 0,33333
21 0,33333
22 0,33333
23 0,33333
24 0,33333
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Gambar 3.3. Hubungan jumlah pelayan ¢ dengan ekspektasi
waktu sistem EW untuk sistem antrian M/M/c/GD/w/, laju
datang A sebesar lima belas pelanggan per jam, sedangkan laju
layan u sebesar tiga pelanggan per jam.

Contoh 3.5
Suatu sistem antrian M/M/c/GD/w/oo laju datang A sebesar lima
belas pelanggan per jam, sedangkan laju layan g sebesar tiga

pelanggan per jam. Pengaruh jumlah pelayan c terhadap

ekspektasi jumlah pelanggan dalam sistem tampak di bawah ini.
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Tabel 3.4. Hubungan jumlah pelayan ¢ dengan ekspektasi jumlah
pelanggan dalam sistem EN untuk sistem antrian
M/M/c/GD/w/w, laju datang A sebesar lima belas pelanggan per
jam, sedangkan laju layan g sebesar tiga pelanggan per jam.

o EN
6 7,93758
7 5,81037
8 5,27878
9 5,10064
10 5,03611
11 5,01257
12 5,00420
13 5,00134
14 5,00041
15 5,00012
16 5,00003
17 5,00001
18 5,00000
19 5,00000
20 5,00000
21 5,00000
22 5,00000
23 5,00000
24 5,00000
7937582, 87
EN(c) 6 T
|
. [
0 c 30

Gambar 3.4. Hubungan jumlah pelayan ¢ dengan ekspektasi
jumlah pelanggan dalam sistem EN untuk sistem antrian
M/M/c/GDl/w/, laju datang A sebesar lima belas pelanggan per
jam, sedangkan laju layan g sebesar tiga pelanggan per jam.
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3.2. SISTEM ANTRIAN M/ Ml c/GD/ Kl

NOTASI-NOTASI YANG PENTING :

A

Hn

Pn

At

EN

menyatakan laju datang (arrival rate) yaitu jumlah
pelanggan yang datang rata-rata per satuan waktu
menyatakan laju layan yaitu jumlah pelanggan yang telah
dilayani rata-rata per satuan waktu

menyatakan laju datang dari keadaan (state) jumlah

pelanggan sebanyak n

menyatakan laju layan dari keadaan jumlah pelanggan

sebanyak n

menyatakan faktor utilisasi = 2
Cu

menyatakan probabilitas ada n pelanggan dalam sistem
antrian yang keadaannya mapan (steady state), p,

menyatakan juga ekspektasi proporsi waktu bahwa sitem
berada dengan jumlah pelanggan sebanyak n.

Keadaan mapan (steady state) berarti distribusi probabilitas
jumlah pelanggan dalam antrian dan distribusi probabilitas

jumlah pelanggan dalam sistem tidak bergantung waktu.
= laju datang rata-rata effektif = Zln P,
n=0

menyatakan  jumlah  pelanggan  maksimum  yang
diperbolehkan dalam sistem antrian, di mana K >c.

ekspektasi jumlah pelanggan dalam sistem

EN, ekspektasi jumlah pelanggan dalam antrian

EW ekspektasi waktu sistem yaitu waktu rata-rata pelanggan

berada dalam sistem
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ED ekspektasi waktu antri yaitu waktu rata-rata pelanggan
berada dalam antrian

0 Sistem antrian M/M/c/GD/K/eo : yaitu sistem antrian dengan
waktu antardatang berdistribusi eksponensial atau jumlah
pelanggan yang datang berdistribusi Poisson, waktu
layannya berdistribusi eksponensial atau jumlah pelanggan
yang berangkat berdistribusi Poisson, sedangkan jumlah
pelayan paralelnya sebanyak c, disiplin pelayanannya
umum, jumlah pelanggan maksimum yang diperbolehkan

dalam sistem sebanyak K, dan jumlah populasi pelanggan

takhingga.
1 >
2 >
Kedatangan Keberangkatan
pelanggan ~—» . . . 3 »  pelanggan

Jumlah pelanggan antri maksimum sebesar K-c

<& Ll
< rl

Jumlah pelanggan dalam sistem maksimum sebesar K

P Ll

< ”l
Sistem antrian M/M/c/GD/K/eo ini mempunyai

A, 0<n<K
0, n=K

ﬂ(:

n

nu, 0<n<c
M, =1Cu, c<n<K
0, n>K
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Dalam kondisi 0<n<c¢

o = Aily ot Ay 0
Mol My
B AA--- A
T D
_ A
T -y )
= #po, 0<n<c

Dalam kondisi c<n<K

ﬂ’n—lﬂ’n—z e /10

Ph = ————— P
Moy Hy
Hotho s+ Hoofles - Hathy
= ln p
(cp)en)- -~ (cuNemflc —1)ut-- 2pu() ™
_ A"
" oXo) - OHeNe-1)- @)
_ A"
" oXe- D @WHEE) - "
= ﬂ’nc Dy, c<n<K
clc" " u
Jadi
a ~Po 0<n<c
n! i
p, = c!cir]“ ~ Py, C<N<K (3.8)
0, n> K

Probabilitas ada nol pelanggan dalam sistem p, didapat dari

>
I Mx
o

p, =1
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bila n - ¢ = m sehingga n = m + ¢ maka

c-1 lﬂ K-c lﬂ
+ =1
po(no n!#n Z n-c HJ

n-c=c—c clc H

1- 2
Cu
sehingga
_ 1
Po = 1 K-c+1) '
c 1-| —
&G A" 1(A cu
S a1
n=0 n!ﬂn c! H 1_i
Cu
Untuk i:1
Cu
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<t 1(a) 1_(0/1) A
Po — 0t — M) =1, untuk — =1
n:OnIJun c! A

cu

untuk i =1
Cu

(3.9)



Probabilitas nol
@m‘i.
MIMIc/GDK e,

<A 1(AY
S {1+<K—c)<1>}} 1
n=0 n.ﬂ c! H
<o 1(a)
+—|—| 1+K-c)p =1
p°{nz nlp" C!(ﬂ ( )}
sehingga
Py = ! - , untuk i:1 (3.10)
c-1 n C
> A +1(l] (1+K-c) a
=nlu” clu
Jadi besarnya p, adalah
L —y untuk i;::1
1 l —C+. Cﬂ
oA 1Y cu
Zn,ﬂn T )l A
n=0 1= H _
P, = oy (3.11)
! - , untuk i:1
c-1 n C
> ln+1(ﬂj (1+K—c) #
Nty cl u

Dari p, diatas didapat probabilitas ada n pelanggan dalam sistem

p, Secara terinci yaitu
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ln 1 R 0<n<ec, i;arsl
nlu 1_(&} et cu
§oa 1)) Lo
=nlu” clu 1_i
cu
fn L - , 0<n«<ec, i:1
Nty c1 gn cu
# A . 1[’1J 1+ K -c)
Nty cu
Emm@ﬁii_ii_mm o = A" 1 c<n<K iil
MMM@’A@@IM% " cle" u" . p) Keil)! =00 = ’c,u
§ A 1Ay (o
o nlu”  c u 1_i
cu
f“_c - ! - : c<n<K, i:1
S N PA P °”
mnty” el u
0, n>K
(3.12)

Dari hasil diatas maka ekspektasi jumlah pelanggan antri EN,

K

EN,= > (n-c)p,

n=Cc

K

= (c-c)p.+ X(n-c)p,

n=c+1

1 11
o
Mx +
> g
I —~~~
le) >
p— |
(@]
A —
£ S
I 3
>
o]
o
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bilan-c=j sehinggan =j+c maka

K-c . ﬂjJrC
EN_ = _
q = J 'C ﬂ]ﬁ; pO

K-c ) ﬂj+c
= J

j=1 cle!p'™

Po

I S
- pOC"l,l ;JCjﬂj

1,1°K ( J
j=1

Untuk 2 =1 didapat

Cu
¢ K-c i
= 5555
c K=c
= po__CZJ

EN, = pp—2 {K_C(1+K—c)}, untuk 2 -1
clu’ 2 cu

dan untuk A #1 didapat
Cu

1A K
ENq: pO__ZJ( j
j=1

12 Ak ()"
= po_l_c_ J(—j
Cpu Cu= \Cu
1A A% d iy
uCﬂudE/l] Cu

1/1°A d K2
g s
,UC,Ud A )=\ cu

cu
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ﬂ, ﬂ, K-c+1
_1x A d Cu_(flﬂj
= po-
cu Cu

EN

untuk i #1
Cu

(3.14)

Jadi ekspektasi jumlah pelanggan antri EN,

K—-c K—c+1
1-(K-c+1 a +(K-c A
1A A cu cu A
o ou : o
Probabilitas EN,, | (1-’“}
dari EN = cu
MINIC/GDIIK ke f
Oll—{K_C(1+K—c)}, L)
clul 2 cu
(3.15)
Ekspektasi waktu antri ED
EN
ED = a
A
K
dimanai,, = > 4,p,
n=0

2‘0 pO +/’{’1 pl +"'+/’{’K—l pK—l +A’K pK
= AP, +Ap; +...+ AP, +0- py
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Probabilitas EW
MINIC/GIC

APy + AP, +...+ APy 4

= APy + Py +.ot Pey)

K K-1
karena »' p, =1 atau » p, =1-p, maka
n=0 n=0

2‘eff ﬂ’(l_ pK)

lK
’1(1_ C!CK—cﬂK poj

sehingga ekspektasi waktu antri ED
EN,
ﬂ‘eff

At

ED =

EN,
ED =

K '
Al-—F
( C!CKfcﬂK po]

Ekspektasi waktu antri EW

ED+1

)7

EN, +1.

A 7
-4
( clek uk Poj

EW

EW

Ekspektasi jumlah pelanggan sistem EN

EN = A EW
atau

A’eff
EN =EN,+

M
atau

lK

EN =EN_+ - .

a

)7
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Contoh 3.6

Suatu sistem antrian M/M/c/GD/K/w laju datang A sebesar tiga
puluh dua pelanggan per jam, sedangkan laju layan g sebesar
enam pelanggan per jam. Jumlah pelayan ¢ sebesar lima,
sedangkan jumlah pelanggan maksimum yang diperbolehkan
dalam sistem sebesar sembilan. Dapat kita cari probabilitasnya
tidak ada pelanggan dalam sistem sebagai berikut :

dengan A = 32 pelanggan per jam

u = 6 pelanggan per jam
c =5
K=9
p=i =1,06667
Cu

maka dari rumus p, yaitu probabilitasnya tidak ada pelanggan

dalam sistem
L . untuk i;«tl
1 4 ou
et 1 2 cu
I o R
o nlp” 1_i
pO = Cﬂ
! - , untuk i=1
c-1 gn cu
> & . +1(lj (1+K—c)
Nty cl u
Py = L — . untuk i;zsl
. /1 —C+ C/l
et 1 A cu
Sooatalalt
n=0 n!ﬂn c! H _’]__i
Cu
= 0,00351
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Contoh 3.7

Suatu sistem antrian M/M/c/GD/K/wo laju datang A sebesar tiga
puluh pelanggan per jam, sedangkan laju layan u sebesar enam
pelanggan per jam. Jumlah pelayan c sebesar lima, sedangkan
jumlah pelanggan maksimum yang diperbolehkan dalam sistem
sebesar sembilan. Dapat kita cari probabilitasnya tidak ada
pelanggan dalam sistem sebagai berikut :

dengan A = 30 pelanggan per jam

u = 6 pelanggan per jam
c =5
K=29
A _
p:— =
Cu

maka dari rumus p, yaitu probabilitasnya tidak ada pelanggan

dalam sistem
1 —y untuk i;::1
1 A H
et 1 A cu
Sl
o nlp”  cl p 1_1
pO = Cﬂ
! - , untuk i:1
c-1 n C
> 4 +1(ﬂj (1+K—c) #
n=0 n!ﬂn c! M
Po = ! S , untuk Ci:].
c-1 n
> +1['1j 1+K -c) #
n=0 n!ﬂn c! M
= 0,00511
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Contoh 3.8

Suatu sistem antrian M/M/c/GD/K/w laju datang A sebesar tiga
puluh pelanggan per jam, sedangkan laju layan x sebesar enam
pelanggan per jam. Jumlah pelanggan maksimum yang
diperbolenkan dalam sistem sebesar sembilan. Besarnya
probabilitasnya tidak ada pelanggan dalam sistem sebagai fungsi
dari jumlah pelayan c tampak seperti dibawah ini :

dengan A = 30 pelanggan per jam

u = 6 pelanggan per jam
c = 1L2,...,.K
K=29
1 — untuk i;ﬁl
1 A “
oA 1Ay cu
S tala
=nlu” c u 1_i
po(c) = cu
! - , untuk i:1
c-1 n cu
> LA (1+K -c)
=nu” cl\u

Tabel 3.5. Hubungan probabilitas tidak ada pelanggan dalam
sistem sebagai fungsi dari jumlah pelayan ¢ dalam sistem antrian
M/M/c/GD/Kl/w, laju datang A sebesar tiga puluh pelanggan per
jam, sedangkan laju layan g sebesar enam pelanggan per jam.
Jumlah pelanggan maksimum yang diperbolehkan dalam sistem
sebesar sembilan.

rho Po
5,00000 | 0,00000
2,50000 | 0,00008
1,66667 | 0,00091
1,25000 | 0,00301
1,00000 | 0,00511
0,83333 [ 0,00630
0,71429 | 0,00678
0,62500 | 0,00693
0,55556 | 0,00696

Olo|N|o|O|R|WIN|F]|O
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Gambar 3.5. Besarnya probabilitasnya tidak ada pelanggan
dalam sistem sebagai fungsi dari jumlah pelayan ¢ dalam sistem
antrian M/M/c/GD/K/w, laju datang A sebesar tiga puluh
pelanggan per jam, sedangkan laju layan g sebesar enam

pelanggan per jam. Jumlah pelanggan maksimum yang
diperbolehkan dalam sistem sebesar sembilan.

Contoh 3.9

Suatu sistem antrian M/M/c/GD/K/w laju datang A sebesar tiga

puluh pelanggan per jam, sedangkan laju layan x sebesar enam

pelanggan per jam, dan jumlah pelayan c sebesar tujuh. Jumlah

pelanggan maksimum yang diperbolehkan dalam sistem sebesar

sembilan.

a. Berapa besarnya probabilitas ada enam pelanggan dalam
sistem?

b. Berapa besarnya probabilitas ada delapan pelanggan dalam

sistem?

Jawab :

Modul 3. Sistemn Antrion MM e
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a. Besarnya probabilitas ada n = 6 pelanggan dalam sistem,

dengan A =

c =17
K=29

30 pelanggan per jam

6 pelanggan per jam

0,71429

Pn

ﬂ/n

C!Cn—cﬂn c-1

2.

n=0 n

ﬂn

)“nn +1(’1jc(1+ K—c)

lu

n>K

pn = n
n!

c-1 /’Ln
7*_7 N

n=0 n!'un

= 0,14703

Modul 3. Sistera Antrian M/ Me

Halaman 3.31

0<n«<ec, i;«r&l
Cu
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Cu
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Cu

0<n<ec, i;tl
Cu



b. Besarnya probabilitas ada n = 8 pelanggan dalam sistem,

dengan A = 30 pelanggan per jam
u = 6 pelanggan per jam

c =17
K=9
i = 0,71429
Cu
A" 1
n!,u” K—c+1
A
¢ o 1)) e
“nly" M u 1_i
Cu
A 1
Ny" 1 gn ¢ '
a A 1[’1] (1+K -c)
mnlu" cl\u
A 1
pn: n-c,,n
clc™ u (/1
c 1-| —
A FA R
onlu” e p 1- %~
Cu
A 1
C!Cn—c N n c
# > A +1(ﬂj (1+K -c)
=nlu"  cl\u
0, n>K
A 1
pn_ n-c

mntu" o\ u

= 0,07501
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CIC ‘ll 1 [ ﬂ{ JKC+1
c-1 n ¢ ey
Z’l+1(’1j _\CtH)

0<n«<ec, i;«r&l
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0<n<c, i:1
Cu

<n<K, i;«r:l
Cu

c<n<K, i=1
Cu
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Contoh 3.10

Suatu sistem antrian M/M/c/GD/K/wo laju datang A sebesar tiga

puluh pelanggan per jam, sedangkan laju layan u sebesar enam

pelanggan per jam, dan jumlah pelayan c sebesar lima. Jumlah

pelanggan maksimum yang diperbolehkan dalam sistem sebesar

sembilan.

c. Berapa besarnya probabilitas ada tiga pelanggan dalam
sistem?

d. Berapa besarnya probabilitas ada tujuh pelanggan dalam

sistem?

Jawab :
a. Besarnya probabilitas ada n = 3 pelanggan dalam sistem,

dengan A = 30 pelanggan per jam

u = 6 pelanggan per jam
c =5

K=29

i =1

Cu
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'ln ! , 0<nc<ec, i;«tl
n'ﬂ ﬂ, K-c+1 Cﬂ
c 1-| —
& A 1(A (C,uj
Sl
=Snu" clu 1_i
Cu
?n 1 . , 0<n<ec, i=1
nlg" -1 gn C
a A i +1(lj (1+K-c) #
n=0n!ﬂ c! H
Pn = A 1 <n<K, i;ﬁl
CICnicﬂn /I K-c+1 Cﬂ
c 1-| —
i AT 14 [C/J
o ntu” 1_i
Cu
If_c - ! - , c<n<K, i:1
clc ¢=l gn cu
2 > A LA (1+K -c)
=nlu" o\ u
0, n>K
pn: ? ; l p y OSn<C, i:l
Ny 1 gn cu
a 2/1 1A (1+K-c)
nzon!ﬂn C! ﬂ
= 0,10652

b. Besarnya probabilitas ada n = 7 pelanggan dalam sistem,
dengan A = 30 pelanggan per jam

u = 6 pelanggan per jam

c =5
K=29
i:l
cu
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ln ! , 0<nc<ec, i;«tl
n'ﬂ ﬂ, K-c+1 Cﬂ
c 1-1 —
& A 1(A (C,uj
P 1 s
=Snu" clu 1_i
Cu
?n 1 - , 0<n<ec, i=1
ng" 1 gn C
a A +1(ﬂj (1+K-c) #
=nu" clu
Pn = A 1 <n<K, i;ﬁl
CICnicﬂn ﬂ, K-c+1 Cﬂ
c 1_ —
°i AT 14 [C/J
=ntu" N\ 1_i
cu
If_c - ! - , c<n<K, i:1
clc ¢l gn cu
2 > A LA (1+K -c)
=nlu" o\ u
0, n>K
P, = | ic ! . , c<n<K, i:1
clc ¢l 4N cu
a > A L14 1+K—-c)
monlu” cl\u
= 0,13315
Contoh 3.11

Suatu sistem antrian M/M/c/GD/K/w laju datang A sebesar tiga
puluh pelanggan per jam, sedangkan laju layan u sebesar enam

pelanggan per jam, dan jumlah pelayan ¢ sebesar tujuh. Jumlah
pelanggan maksimum yang diperbolehkan dalam sistem sebesar

sembilan.

a. Berapa besarnya ekspektasi jumlah pelanggan antri EN, dari

sistem antrian ini?
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b. Berapa besarnya ekspektasi waktu antri ED dari sistem
antrian ini?

c. Berapa besarnya ekspektasi waktu sistem EW dari sistem
antrian ini?

d. Berapa besarnya ekspektasi jumlah pelanggan sistem EN dari
sistem antrian ini?

Jawab :

a. Besarnya ekspektasi jumlah pelanggan antri EN, dari sistem
antrian ini, dengan
A = 30 pelanggan per jam
u = 6 pelanggan per jam

c =7
K=29
i = 0,71429
Cu
K-c K-c+1
1—(K—c+1)(J +(K—c)['1]
1A 2 cu cu A
Po %~ ; , =1
c cu (1 /1] cu
EN, = H
Olﬁ{K_C(uK—c)}, )
clut 2 Cu
K-c K—-c+1
Y 1—(K—c+1)(}°J +(K—c)(}“j
¢ C C
ENg = Po——— a 7 a
clu® cu . ¥
-2

= 0,18218 pelanggan.

di mana
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Po = ! TR untukiq:l
1 2l s
et o 1A cu
S a1
=nu” cl\u 1_i
Cu
= 0,00678
dan
K-c K-c+1
L 4 1—(K—c+1)('lj +(K—c)(}“J
¢ C (o
— == a . ad = 26,88948
clu” cu A
o
Cu

b. Besarnya ekspektasi waktu antri ED dari sistem antrian ini,
dengan

A = 30 pelanggan per jam

u = 6 pelanggan per jam
c =17
K=9
Ao 0,71429
Cu
ED = EN, _ EN,
Ao AX
l(l_C!CKc’uK pOJ
= 0,006416 jam,
di mana
K-c K-c+1
Y 1—(K—c+1)(}“J +(K—c)(}“j
¢ C C
ENg= Po—<— £ 2 £
clu” cu LA
cu
= 0,18218 pelanggan,
dan
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mm
Agg = M1l——a—— = 28,39255
eff ( ClCK*CﬂK poj

c. Besarnya ekspektasi waktu sistem EW dari sistem antrian ini,
dengan

A = 30 pelanggan per jam

M = 6 pelanggan per jam

c =17

A
I
©

EN, 1 .
= +— =0,17308 jam
)7,

1

JZ A%
All-———
( clch u poj

di mana
ED = 0,006416 jam

= 0,166667 jam.

® |+

d. Besarnya ekspektasi jJumlah pelanggan sistem EN dari sistem
antrian ini, dengan
A = 30 pelanggan per jam

u = 6 pelanggan per jam

c =7

K=29

i = 0,71429
Cu

EN = A,EW =0,17308 pelanggan,

di mana
/’i’eff

28,39255 pelanggan per jam
EW

0,17308 jam.
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Contoh 3.12

Suatu sistem antrian M/M/c/GD/K/w laju datang A sebesar tiga
puluh pelanggan per jam, sedangkan laju layan x sebesar enam
pelanggan per jam, dan jumlah pelayan c sebesar lima. Jumlah
pelanggan maksimum yang diperbolehkan dalam sistem sebesar
sembilan.

a. Berapa besarnya ekspektasi jumlah pelanggan antri EN, dari

sistem antrian ini?

b. Berapa besarnya ekspektasi waktu antri ED dari sistem
antrian ini?

c. Berapa besarnya ekspektasi waktu sistem EW dari sistem
antrian ini?

d. Berapa besarnya ekspektasi jumlah pelanggan sistem EN dari
sistem antrian ini?

Jawab :

a. Besarnya ekspektasi jumlah pelanggan antri EN, dari sistem

antrian ini, dengan

A = 30 pelanggan per jam

M = 6 pelanggan per jam
c =5
K=9
i = 1
Cu
K-c K-c+1
1—(K—c+1)('1j +(K—c)(}
0 C![IC C/l [1 ﬂ ]2 ’ C/l
c
EN, = #H
Olﬂ{K_C(uK—c)}, )
cu“l 2 cu
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_ 12 [K-c
EN, = poc!;f{ 5 (1+K—C)}

= 1,33149 pelanggan.

di mana

Po = L . : untuk i=1
c-1 n Cu
> A LA 1+K —c)
=nlu” ol u

= 0,00511
dan
1A

{KZ‘C (1+K _c)} = 260,41667

c

clu

b. Besarnya ekspektasi waktu antri ED dari sistem antrian ini,
dengan

A = 30 pelanggan per jam

M = 6 pelanggan per jam
c =5
K=9
i =1
Cu
ED = EN, _ EN,
Aot A5
¢ All
( clch e X po]
= 0,051200 jam,
di mana
_ 14 [K-c
EN, = poc!c{ - (1+K—c)}
= 1,33149 pelanggan,
dan

A = AJl-— = 26,00554
eff [ clc ey poj
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c. Besarnya ekspektasi waktu sistem EW dari sistem antrian ini,
dengan

A = 30 pelanggan per jam

u = 6 pelanggan per jam
c =5
K=29
i =1
Cu
1 EN, 1 _
EW = ED+— = e +— =0,21787 jam
H H
Al|l———
( clch u po]
di mana

ED = 0,05120 jam

= 0,16667 jam.

T |+

d. Besarnya ekspektasi jumlah pelanggan sistem EN dari sistem
antrian ini, dengan
A = 30 pelanggan per jam

M = 6 pelanggan per jam

cC =5
K=29
i:l
cp

EN = A,EW =5,66574 pelanggan,

di mana

A = 26,00554 pelanggan per jam
EW = 0,21787 jam.
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3.3.

Sistem antrian M/M/c/GD/w/oo : yaitu sistem antrian
dengan waktu antardatang berdistribusi eksponensial atau
jumlah pelanggan yang datang berdistribusi Poisson,
waktu layannya berdistribusi eksponensial atau jumlah
pelanggan yang berangkat berdistribusi  Poisson,
sedangkan jumlah pelayan paralelnya sebanyak c, disiplin
pelayanannya umum, jumlah pelanggan maksimum yang
diperbolehkan dalam sistem sebanyak takhingga, dan

jumlah populasi pelanggan takhingga.

Po

Py
A 1

n—-c n

clc ¢l gn ¢
H Z A +1 A cu
snlu” cMNu)\lcu—A
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e ED = a
ﬂ‘eff
_ A1 1
CWC#[l AT
—_ -1 n C
cu) § & 1AV 1
snu” 1_i
cu
1
e EW= ED+—
7]
X1 1 1 1
- |C_ 2 +—
clu C#[l ,’LJ i u
- c-1 n
cw) § A LAV 1
n=0n!/un c! H 1_1
cu
e EN = AEW

e Sistem antrian M/M/c/GD/K/eo : yaitu sistem antrian
dengan waktu antardatang berdistribusi eksponensial atau
jumlah pelanggan yang datang berdistribusi Poisson,
waktu layannya berdistribusi eksponensial atau jumlah
pelanggan yang berangkat berdistribusi  Poisson,
sedangkan jumlah pelayan paralelnya sebanyak c, disiplin
pelayanannya umum, jumlah pelanggan maksimum yang
diperbolenkan dalam sistem sebanyak K, dan jumlah

populasi pelanggan takhingga.

1 —+» untuk i;ﬁl
1-| A o
LA 1) cu
S A
=nlu” clu 1_i
b pO = C,u
! - , untuk i=1
c-1 n C
> A LA (1+K -c) #
=nly” clu
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ﬂn 1 —5 osn<g, i;tl
nlﬂ 1 i cu
c-1 ﬂ,n 1 & Cﬂ
nfonlﬂn C! H 1_i
cu
ln ! - , 0<n<ec, i:1
mHS A 14 (1+K -c) u
=nlu" ol u
P, = ic - ! rarera c<n<K, i;«r&l
clc" " u . 1 cu
& A 1(1} cu
St
=nlu" 1_i
cu
'f_c - 1 . , csnsK,izl
clc ¢l gn cu
# > AL LA (1+K-c)
=nlu" ol u
0, n>K
K-c K—c+1
1—(K—c+1)(/1J +(K—c)[’1j
1A 2 cu cu A
Po o~ 2 1
clu cu [1—ﬂj Cu
c
EN, = H
LA {K_C(1+K—c)}, K
clul 2 cu
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Latilham

¢ Al-—————
[ clcf= u poj

34. LATIHAN

Latihan 3.1

Suatu sistem antrian M/M/c/GD/w/oo laju datang A sebesar dua
puluh pelanggan per jam, sedangkan laju layan u sebesar lima
pelanggan per jam, dan jumlah pelayan c sebesar delapan.

a. Berapa probabilitasnya tidak ada pelanggan dalam sistem?

b. Berapa probabilitasnya ada lima pelanggan dalam sistem?

c. Berapa probabilitasnya ada sepuluh pelanggan dalam sistem?
d. Berapa ekspektasi jumlah pelanggan dalam antrian?

e. Berapa ekspektasi waktu antri?

f. Berapa ekspektasi waktu sistem?

g. Berapa ekspektasi jumlah pelanggan dalam sistem?

[Jawab : a. 0,01816, b. 0,15499, c. 0,00738, d. 0,05904 pelanggan,
e. 0,00295 jam, f. 0,20295 jam, g. 4,05904 pelanggan.]

Latihan 3.2
Suatu sistem antrian M/M/c/GD/K/w laju datang A sebesar empat

puluh pelanggan per jam, sedangkan laju layan u sebesar lima

pelanggan per jam, dan jumlah pelayan c sebesar sembilan.
Jumlah pelanggan maksimum yang diperbolehkan dalam sistem
sebesar sepuluh.

a. Berapa besarnya ekspektasi jumlah pelanggan antri EN, dari

sistem antrian ini?

Modul 3. Sistera Antrian M/ Me

Halaman 3.45



TEORI ANTRIAN

b. Berapa besarnya ekspektasi waktu antri ED dari sistem
antrian ini?

c. Berapa besarnya ekspektasi waktu sistem EW dari sistem
antrian ini?

d. Berapa besarnya ekspektasi jumlah pelanggan sistem EN dari
sistem antrian ini?

[Jawab : a. 0,13338 pelanggan, b. 0,003848 jam, c. 0,20385 jam,

d. 7,06637 pelanggan.]

Latihan 3.3
Suatu sistem antrian M/M/c/GD/K/w laju datang A sebesar empat
puluh pelanggan per jam, sedangkan laju layan u sebesar lima

pelanggan per jam, dan jumlah pelayan c sebesar delapan.
Jumlah pelanggan maksimum yang diperbolehkan dalam sistem
sebesar sepuluh.

a. Berapa besarnya ekspektasi jumlah pelanggan antri EN, dari

sistem antrian ini?

b. Berapa besarnya ekspektasi waktu antri ED dari sistem
antrian ini?

c. Berapa besarnya ekspektasi waktu sistem EW dari sistem
antrian ini?

d. Berapa besarnya ekspektasi jumlah pelanggan sistem EN dari
sistem antrian ini?

[Jawab : a. 0,48038 pelanggan, b. 0,01430 jam, c. 0,21430 jam,

d. 7,19936 pelanggan.]
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3.5.

Umipan, balik

3.6.

UMPAN BALIK

Cocokkan hasil jawaban Anda dari latihan-latihan diatas
dengan kunci jawaban, kemudian hitung tingkat
pemguasaan Anda dengan rumus

Tingkat penguasaan =

Jumlah jawaban latihan yang benar

- x100%
Jumlah latihan
Arti besarnya tingkat penguasaan :
90% < Tingkatpenguasaan<100% = Baik sekali

80% < Tingkatpenguasaan<90% = Baik

70% < Tingkatpenguasaan< 80% Cukup

0% < Tingkatpenguasaan<70% = Kurang
Jika skor yang Anda peroleh sebesar 80% atau lebih maka
Anda dapat meneruskan ke modul berikutnya. Apabila
skor yang Anda peroleh kurang dari 80% maka bacalah
kembali materi modul ini, terutama hal-hal yang belum

Anda kuasai!
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