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SISTEM ANTRIAN M/M/c/GD/K/x

Oleh: Dr. Ir. H. Muhammad Sutarno, S.H.I., M.Sc., M.Ag.

Sistem antrian dengan waktu antardatang berdistribusi eksponensial atau jumlah
pelanggan yang datang berdistribusi Poisson. Waktu layannya berdistribusi
eksponensial atau jumlah pelanggan yang berangkat berdistribusi Poisson. Jumlah
pelayan paralelnya sebanyak c. Disiplin pelayanannya umum. Jumlah pelanggan
maksimum yang diperbolehkan dalam sistem sebanyak K. Jumlah populasi
pelanggan takhingga. Sistem antrian ini dinotasikan dengan sistem antrian
M/M/c/GD/K/x , di mana

K >c

Laju datang
Ap=|r if 0<n<K
0 if nzkK
"Tidak didefinisikan" otherwise

di mana lamda menyatakan laju datang (arrival rate) yaitu jumlah pelanggan yang datang
rata-rata per satuan waktu.

Lamda n menyatakan laju datang keadaan jumlah pelanggan sebanyak .

Laju layan
up=|np if 0<n<c
cu if c<n<kK
0 if n>K
"Tidak didefinisikan" otherwise

Mu menyatakan laju layan yaitu jumlah pelanggan yang dilayani rata-rata per satuan
waktu.

Mu n menyatakan laju layan keadaan jumlah pelanggan sebanyak .

Laju datang rata-rata effektif

K
Meff = Z (Anpn)

n=20
heff =*0P0+A1P1+ ..+ K- 1PK-1TAK PK
sedangkan
Apn=|r if 0<n<K

0 if n>K

"Tidak didefinisikan" otherwise
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sehingga
xeﬁr:Xp0+x pl1+..+2pg-1+0pg

xeﬁa: A (p0+p1+...+pK_1)

karena

K K-1

Y pa=1 amn Y pp=1-pk
n=20 n=20
sehingga

heff = 1 (1-pk)

Di mana p , menyatakan probabilitas ada n pelanggan sistem antrian dalam keadaan
mapan (steady state), menyatakan juga ekspektasi proporsi waktu bahwa sistem berada
dengan jumlah pelanggan sebanyak n.

Keadaan mapan (steady state) berarti distribusi probabilitas jumlah pelanggan dalam
antrian dan distribusi probabilitas jumlah pelanggan dalam sistem tidak bergantung
waktu.

Jika 0<n<c di mana K >c

An—1 Ap=2 ... 20
Pn= Po
HnHUp-1 .- K1

sedangkan
Ap=|r if 0<n<K
0 if n>K
"Tidak didefinisikan" otherwise
dan
up=|np if 0<n<c
cp if c<n<k
0 if n>K

"Tidak didefinisikan" otherwise

_ hoh o)
Pn= ) =1l w70

}\‘I’l

T -1 o)t




}\‘l’l
Pn= Py
l’l!u
_ 1y
Pn—= n Py
Jika c<n<K di mana K >c
Ap—1 Ap=2 ... L0
Pn~= Po
bntp-1 .- K11
sedangkan
Ap=|r if 0<n<K
0 if n>kK
"Tidak didefinisikan" otherwise
dan
up=|np if 0<n<c
cpu if c<n<k
0 if n>K
"Tidak didefinisikan" otherwise
maka
A A A
Pn= Po
Wnbp-1 - Hetl HeBe—1 - H2 B ]
kl’l
Pn—= p
"Tem)(en) e lew) (e [e=D pl e (2u) (w) 0
kl’l
Pn= p
"Tem)(en) e lew) () [e=D pl e (2u) (w) 0
)\‘n
Pn-—= e
(cuw)” "(ew)[c=Du]..@n) ()
)\‘n
Pn-—=

) <[lee-n.@nud’
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7
Pn= Po
()" (et )
)\‘n
=T Po
(Cn “u C) (C' M c)
7\‘}’1
Pn= e Py
1 (x j”
Pn-—= 4
" N 0
Jadi

1 ()" ,
Pn=|=|—| pp f0<n<c
n! \ pn

1 2 )" ,
— | pp f c<n<K
p

| n—c
c. C

0 if n>K

Untuk mencari p, didapat dari
K
> rae
n=20
oy N £ 1 N
n! \u PO Z = \ p PO | =
n=20 n=cLC €

w B [EEE 0]
W ] T |2




Bila ditulis # — ¢ = m atau n = m + ¢ maka

]

P -

]

Po

Po

_j"_ .

K—c

P
[ i R
2| -
C o _cm Hmuc_
P _
1 = | 2" [xc ~
! Z m _m ¢ B
¢ m=0—c u p _
T _
L (2 Y (L
c! AN w) |
m=20

1 (
clc
0

p2

A

p

Halaman 5 dari 26

A
— =1
cp



A
jadi  untuk — # 1
Cu
1
pPo =
L K—c+1
S L )] (s cu
Z n! \ p cl \n A
n=20 -
cpu
p = — dikenal sebagai faktor utilisasi / intensitas lalu lintas
Cu
Untuk — =1
n
c_llx”+1ch_c 2 ' 2
PO n! \p cl \ p Z cp B
n=20 m=0
_C—l i n_ C K—c
I (x 1 (& m
— | — +— | — 1 =1
bo | n! (uj_ C!(u) Z[()}
n=20 m=0
il SR SR
Po — | — +—|—| [1+(K—-¢) 1]|=1
n! \pn ) | c \p
n=20
<y 1
PO — | — +—=|—| 1+K-¢)|=1
n!l \p /) | c \pn
n=0
jadi  untuk — =1
n
1
Py =
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Pn=
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e o

if(OSn<c)/\(x—¢l)

cu

A
1__
Cp

(X—) (1+K —-¢)
AN

if(OSn<c)/\(k—:1)
Cu

1 Iy
] <n<K —
2 K—c+1 if (c<n )A(Cu
_ -] —
<l oy 1 (e (cuj
_— _ +_ R—
n! \n c' \n A
n:() 1—_
¢ u
1

if(cSnSK)/\(Lzl)

cp

1 (x)c
+— 1 — | (1+K -0
c \p

#
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Probabilitas ada n pelanggan dalam sistem antrian
M/M/c/GD/K/x yang keadaannya mapan

pn adalah probabilitas yang merupakan fungsi dari (n,% ,p ,c,K) sehingga p, untuk sistem
antrian M/M/c/GD/K/« dapat dinotasikan secara lengkap sebagai:

K
p(n,n,u,c,K) = Cc <« ¢ A n(—L ANMK < ———
pelayan pelanggan pelanggan

if K=>c

if(x—;tl)/\(nSK)
cp

P <

K—c+1
1 — L
! 1 ()" 1 (2\€ (C u \J
_— _ + _— R—
n! \p c \n A

n=20 l-—

= | =
R
| >

n
)po if 0<n<c

n
) pg Otherwise

1 ()"
—'(—) pp ¥ 0<n<c
n!

1)

1 2 )" _
— | pp otherwise

n—c
c! ¢ H

0 otherwise

"K harus lebih besar atau sama dengan c" otherwise
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Contoh 1
pelanggan .
L= 44— laju datang pelanggan per satuan waktu.
Jam . .
/A menyatakan laju datang (arrival rate) yaitu
jumlah pelanggan yang datang rata-rata per satuan
waktu.
K
Laju datang rata-rata effektif Iy off = Z (k n P n)
n=20
elanggan
p =4 pja;fqg laju layan pelanggan per satuan waktu.
u menyatakan laju layan yaitu jumlah pelanggan
yang dilayani rata-rata per satuan waktu.
¢ = 2pelayan

Jumlah pelanggan maksimum yang diperbolehkan dalam sistem sebanyak K

K = Tpelanggan

pelanggan pelanggan

=14 w=4

Jjam Jjam
Bila n := Opelanggan p (n,» ,p ,c,K) = 4.331 x 1073 angka ini juga
menyatakan ekspektasi proporsi waktu bahwa sistem berada dengan jumlah
pelanggan n =0 .

Bila n := 7pelanggan p (n,» ,n ,c,K) = 0.435 angka ini juga menyatakan
ekspektasi proporsi waktu bahwa sistem berada dengan jumlah pelanggan

n = 7pelanggan .

p (Opelanggan ,» ,u ,c¢,K) = 4.331 x 1073
p (1pelanggan , ,u ,c,K) = 0.015

p (2pelanggan ,» ,u ,c,K) = 0.027

p (3pelanggan ,» ,pn ,c,K) = 0.046

p (4pelanggan ,» ,u ,c,K) = 0.081

p (Spelanggan ,» ,pn ,c,K) = 0.142

p (6pelanggan ,» ,n ,c,K) = 0.249

p (Tpelanggan ,» ,u ,c,K) = 0.435

p (8pelanggan , ,p ,c,K) =0

p (9pelanggan ,» ,p ,c,K) =0

p (10pelanggan ,» ,u ,c,K) =0



Faktor utilisasi / intensitas lalu lintas:

A
P(X,H ,C) =
¢ u

1
p(h,n,c) =175
pelayan
" 14 pelc.mggan
Jjam
pelanggan
p =4 B8
Jjam
¢ = 2pelayan

Ekspektasi jumlah pelanggan dalam antrian atau
ekspektasi jumlah pelanggan antri

K
ENq = Z [(n —c)pn]

n==«
K
ENq:(c—c)pc-i-z [((n=¢) pn]
n=c+l
K
ENg= Y [(n=0) pa]
n=c+l
K
ENg= %" [(n=0) py]
n=c+l
sedangkan

1 ()" ,
Pn= — | — po lf‘OSl’l<C
n! u
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EN_ = .Sl (n—-oc) 1 (x—)n
q Z ol ¢k PO

n—c = (c+1)—c

bila n—c=j sehingga n=j+c maka

K- [ [ 1 VAL
SN e b Y

j:l——c' 1
K—C__ C
1 xf(x)
EN, = — =] [ &
q .ZIJ c! Hj [ pOﬂ
j=1tr
K- [
1 ()¢ 1 (»VY
EN,=—| & ==
1 C!(HJPOZJCJ(LL)}
j=1t
K- [
1 ()¢ Y
EN,=—| % I
1 C!(u)pOZ_J(Cuj}
j=1
A
Untuk — =1
cp
K—c
1 (2 Y
EN, = — | = |
1 C'(u)poz{](cu)}
Jj =1
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N, =py L[] 2 SSHf Lj_l}
q=P0 4 M cn _j cp
J=1
v L) S | KLH
q=P0 4 M I N cp
j=1|d
L \en
BN =y L(2) 2 |d K_C(L)J
q = P07 m cn d(kj cp
AN
v oy L(2 | L)l+(L)2+ +(L)Kj
9=P0 a0 \y) cu a cu cu cu
AN
o (L frerd
1 (2N » |4g cu cu

sama dengan
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e (G- oo [ 5
(-2)

sama dengan

) K—c ) ) K—c+1 ) ) K—c+1
ween [ S ke () ()
)
1__
Ccu

sama dengan

) K—c ) ) K—c+1 ) ) K—c+1
1—(K—C+1) Z —Z—(K—C-I—l) Z +Z—Z

(%)
1 -

Cu
sama dengan

) K—-c ) K —c+1
1—(K—c+l)(c—) +(K—c)(c—)
i u
(-]
1 - —
cu

A
Sehingga untuk — =1
Cu

Hres s
Ccu cu
K—c K—c+1
1—(K—c+1)(CL) +(K—c)(kj
u

cu
(-2
1__
Cp

o (o)
l(k)ck d cu Ccu

BNy = vy~ (2] 2
q_pOC! 9] cpu
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Ekspektasi jumlah pelanggan antri ini fungsi dari (A ,u ,c,K) sehingga ENq dapat
dinotasikan secara lengkap sebagai:

EN, (. ou ,¢,K) =

c K
C < ANK ¢ ———
( pelayan j ( pelanggan )

c—1 n c
S CY )l d () avr-

n =

Sp e[%(l+K—c)}

1 (2
ENq (—pO E(:) Sp

ENg pelanggan

"K harus lebih besar atau sama dengan c" otherwise

if K>c
if — #1
Cu
- 1
Po N K—c+1
_ 1
Syl 1 (cuj
_— _ _l’__ R—
Z n! \n c' \n A
pe 1-
Cu
N K—c N K—c+1
l1-(K—-c+1)| — +(K-¢c)| —
A cpu Ccu
Sp «
Cu 2 2
1-3)
L Cu
2 \€
ENq(—pO—(—) Sp
cl \p
A
if — =1
Cu
1
Po
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Contoh 2
elanggan
L =14 li laju datang pelanggan per satuan waktu.
Jam . .
/A menyatakan laju datang (arrival rate) yaitu
jumlah pelanggan yang datang rata-rata per satuan
waktu.
K
Laju datang rata-rata effektif Iy eff = Z (k n P n)
n=20
elanggan
uw =4 pja—iig laju layan pelanggan per satuan waktu.

u menyatakan laju layan yaitu jumlah pelanggan
yang dilayani rata-rata per satuan waktu.

Jumlah pelanggan maksimum yang diperbolehkan dalam sistem sebanyak K

K
K = Tpelanggan Ki=—7"""—
pelanggan
=14 pelc?nggan =4 pelc‘mggan
Jjam Jjam
¢ := lpelayan ,2pelayan ..K pelayan
Jumlah pelayan Ekspektasi jumlah pelanggan antri
c = ENq(x,p,c,K) =
1| pelayan 5.6|pelanggan
2 3.807
3 1.9
4 0.718
5 0.219
6
0.046
! 0
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Ekspektasi waktu antri

Ekspektasi waktu antri yaitu waktu rata-rata pelanggan berada dalam antrian.

EN
ED= —1

A eff‘
di mana

heff = 1 (1-pk)

| 2 VK
leff—l|:1—d CK—C (:\) p0:|

sehingga

- (AjK
ol K¢ \n bo

Ekspektasi waktu antri ini fungsi dari (» ,p ,c,K) sehingga ED dapat dinotasikan secara
lengkap sebagai:

ED =

ENy G ,n,¢,K)

Xeﬁf

ED()\' 7“ ’C’K) =
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ED(X S U ,C,K) =
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c K
c <« ANK & ———
( pelayan ) ( pelanggan )

if K=>c
A
g — =
cp
1
P < L \K-c+l
MEOIEI0 i)
> RG]
n! \u c \p A
n= l——
cp
i K—c K—c+1|
1—(K—c+1)(—\) +(K—c)(—)
A c c
Sp(—

ED

"K harus lebih besar atau sama dengan c" otherwise
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Contoh 3
elanggan
L =14 li laju datang pelanggan per satuan waktu.
jam ] '
/A menyatakan laju datang (arrival rate) yaitu
jumlah pelanggan yang datang rata-rata per satuan
waktu.
K
Laju datang rata-rata effektif heff = Z (x np n)

n=20

pelanggan )
p=4— laju layan pelanggan per satuan waktu.

Jjam
u menyatakan laju layan yaitu jumlah pelanggan
yang dilayani rata-rata per satuan waktu.

Jumlah pelayan Ekspektasi waktu antri yaitu waktu rata-rata pelanggan berada dalam

antrian

c = ED(x ,u ,c,K) =

1|pelayan 1.4 Ji .

— jam

2 0.482| pelanggan

3 0.174

4 0.058

5 0.017

6 3.437-103

7 0

Ekspektasi waktu sistem

Ekspektasi waktu sistem yaitu waktu rata-rata pelanggan berada dalam sistem.

1
EW( ,u,c,K) = ED(A ,p,c,K) + —
n

ENq(K7u ’C’K)
Xeﬁf

di mana ED(n ,u,c,K) =
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EW(X s ,C,K) =
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C ANNK————
pelayan pelanggan

if K>c
A
if — #1
cp
1
Po <= . \K—c+l
_ 1 -
a1 (e (cu
NN G
n! \u c \p A
n= l-—
cu
) K—c ) K—c+1
1-(K—-c+1)| — +(K —-¢) | —
A 0 cu
Sp(—

Sp e[% (1+K—c)}

1 (x\°
ENC] <P Z(:) Sp

EW «

EW

"K harus lebih besar atau sama dengan c" otherwise
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Contoh 4
elanggan
L =14 li laju datang pelanggan per satuan waktu.
jam ] '
/A menyatakan laju datang (arrival rate) yaitu
jumlah pelanggan yang datang rata-rata per satuan
waktu.
K
Laju datang rata-rata effektif A off = Z (k n P n)

n=20
Dalam hal ini A ,, = » konstan untuk n > 0.

pelanggan )
p=4— laju layan pelanggan per satuan waktu.

jam
u menyatakan laju layan yaitu jumlah pelanggan
yang dilayani rata-rata per satuan waktu.
Jumlah pelayan Ekspektasi waktu sistem yaitu waktu rata-rata pelanggan berada
dalam sistem
c= EW( ,u,c,K) =
1| pelayan 1.65 1 .
— jam
2 0.732| pelanggan
3 0.424
4 0.308
5 0.267
6 0.253
7 0.25

Ekspektasi jumlah pelanggan sistem

Ekspektasi jumlah pelanggan sistem besarnya

EN (. ou,¢,K) = &g EW (i a0, K)
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EN(?» S ,C,K) =
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c K
c <« ANK«————
( pelayan) ( pelangganj
if K>c
A
if — #1
Cu
1
Py <~ . \K—c+l
_ 1| =
a1 (a0 (cu
> s ()]s
n! \u c \p A
n=0 l-—
Cp
) K—c ) K—c+1
l1-(K—-c+1)| — +(K-¢) | —
A c cpu
Sp(—
cu 2 2
(-5
L Cu

1 2 \K ENg
EN <1 |1- 1 g
K=o \n . 1 (ij H
- — p
K=o \n 0
A
if — =1
cu
1
Po c—1

2 C
ENg < pog — (—j Sp
c \p
| A VK ENg
EN < |1- — | Py
K=o \n i 1 (k )K H
A= -] P
K€\ ’
EN pelanggan

"K harus lebih besar atau sama dengan c" otherwise
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Contoh 5
L =14 w laju datang pelanggan per satuan waktu.

Jam /A menyatakan laju datang (arrival rate) yaitu
jumlah pelanggan yang datang rata-rata per satuan
waktu.

K
Laju datang rata-rata effektif heff = Z (x nD n)
n=20
u =4 w laju layan pelanggan per satuan waktu.
s u menyatakan laju layan yaitu jumlah pelanggan
yang dilayani rata-rata per satuan waktu.

Jumlah pelayan Ekspektasi jumlah pelanggan sistem
c = EN(\ ,u,c,K) =

1|pelayan 6.6|pelanggan

2 5.784

3 4.633

4 3.837

5 3.495

6 3.385

7 3.361




